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Abstract 
We extend to homogeneous functions one of Laudau’s theorems about integral prod- 
uct-quotients of factorials of linear forms. We also define the notion of ‘integrality 
cone’ of those product-quotients. Finally, we propose a nontrivial example of a non- 
linear product-quotient which is integral or is not depending on the arithmetic nature of 
a parameter. 
1. Introduction 
L’origine de cet article se trouve dans le d&sir de montrer arithmttiquement 
l’intkgritk non apparente de certains nombres d&finis de manikre combinatoire. Le 
premier exemple, et le plus ckltbre est celui du coefficient du binbme (x + y)!/x!y! dont 
Leibniz, Pascal et Gauss, pour ne titer qu’eux, ont &prouvC: le besoin de montrer 
directement l’intkgritt: il n’est en effet pas du tout Cvident que x! divise le produit de 
x entiers condcutifs. Ces preuves apportent en gkntral d’autres proprittits arithmk- 
tiques de ces nombres, dont certaines peuvent trouver en retour un sens combinatoire 
qui n’avait pas Ctk vu sans elles. 
Deux autres problkmes se rattachent trt% directement aussi B ce type de questions, 
ce sont la mtthode utilisle par Tchkbycheff dans son approche du thtokme des 
nombres premiers d’une part, et d’autre part, 1’Ctude des fonctions hypergkomltriques. 
La plupart de ces nombres comportent des factorielles et beaucoup en sont exclusive- 
ment composts, c’est-i dire sont des produits quotients de factorielles. Pour ces 
derniers, ces preuves sont toutes fond&es, plus ou moins explicitement, sur la formule 
de Legendre ([l, p. 263]), 
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oti [Ix] est la partie entike’ du rCe1 x, Jn! Ip la valuation p-adique de n!, c’est-g-dire 
l’exposant de p premier dans la d&composition de n! en facteurs premiers et s,(n) la 
somme des chiffres de n en base p. 
Faisons deux remarques: pour x rtel positif, 1 [xl! I,,=Ck2 1 [[xl/p”] d’aprk la 
premike &alit&; or [[xl/a] = [x/a] p our x rtel et a entier positif (la diffkrence a pour 
ptriode a et est nulle pour 0 <x <a), done 1 [x]! Ip=C ka 1 [x/pk], ce qui &tend l&g&e- 
ment la premigre kgalid. Ensuite, si celle-18 n’a de sens que pour p premier, on voit 
facilement que la seconde Cgalitt-, 
n CL 1 T _ n - s,(n) k>,l P p-l ’ 
est valable pour p entier 22. 
Pour que n.~!‘~, oti les u sont des entiers naturels et E,= + 1, soit entier, il faut et il 
suffit que pour chaque p premier, 
CE.2 [#O> 
U , 
d’aprks la formule de Legendre. II suffit que C u e,[u/pk] 20 pour chaque k et chaque p, 
B plus forte raison que 1 u E, [u/a] 3 0 pour tout a entier 3 2 ou mCme rtel positif. C’est 
l’une de ces conditions suffisantes qui est utilisbe dans la plupart des preuves 
d’intkgriti: (voir [S]). Ainsi, l’inttgritit du coefficient binomial dtcoule de 
Dans [4], Landau remarque que cette dernikre condition est aussi nkessaire, quand 
les u sont des formes lintaires et que I’on peut aussi se ramener, sous certaines 
conditions, I une 6tude dans [0, 11”. 
Plus prtciskment, les deux thkorimes sont: 
Thitorhme 1.1. Soit une fumille jnie de formes liniaires u sur R” h coefJicients duns Z. 
Pour que n u u(X)!‘“, E”= + 1, soit entier pour chuque X de 27 rendunt les u (X) entiers 
positifs, ilfuut et il sufJit que 1 u e,[u(X)] 20 pour tout X de KY’ rendunt les u(X) positifs. 
Tkorkme 1.2. La fumille des formes Waives u &ant b coejficients duns N, pour que 
rIUU(XYE., E”= + 1, soit entier pour chaque X de N”, il _fuut et il sujit que 
C,&,[u(X)] >,O pour chuque X de [0, I]“. 
Cela signifie, par exemple, que l’intkgritk du coefficient binomial est bquivalente 
1 l’inkgalitk bien connue [x + y] - [x] - [y] 3 0 dans [0, 11’. 
1 [x] est le plus grand entier inkrieur ou igal $ x; on note {x} =x - [x] qu’on appelle la partie fractionnaire 
de x; la fonction x+[x] est continue pour x non entier et continue i droite pour x entier. 
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Dans son article, Landau cite les produits-quotients entiers de ce genre connus: le 
binomial (x + y!)/(x!y!) et le multinomial, (2x! 2y!)/(x + y! x! y!) dQ a Catalan ainsi que 
(kxI ! .-. kx,!)/(x, + ... +x,! x,! . ..x.!) dQ a Bourguet. 
Comme application, il montre l’integrite de deux autres expressions: 
4x! 4y! 5x + y! 3y! 
2x+y!x+2y!x!y! et 2x+y! x+2y! x! y! 
(Quand il s’agit uniquement de produits-quotients de factorielles, on note, pour 
alleger l’tcriture, (ax)! par ax! et (x1 + ... +x,)! par x1 + ... +x,!.) On designera 
toujours n u U(X)!‘=, E, = * 1, par A(X) et sa fonction associee 2 u E,[u(X)] par B(X). 
2. ThCorkme et conskquences 
Dkfinitions. On appelle un cone un sous-ensemble de R” invariant par homothetie 
positive de centre 0. 
Une fonction homogene u de IR” dans R est definie dans un cone et est telle que 
u(tX) = t’ u(X), XE R”, pour tout t reel >O; 1 est reel et s’appelle le degre de u. 
Un cone positif pour une famille de fonctions homogenes u est un cone dans lequel 
elles sont toutes positives ou nulles. Le plus grand de ces cones: 
n { XE R”; u(X)>O) s’appellera le cone positif de cette famille. 
” 
On supposera que l’interieur d’un cone positif pour une famille est un ouvert de R” 
non vide, c’est-a-dire qu’un cone positif est de dimension n - autrement dit: le systeme 
flu u(X) > 0 est consistant, - et qu’ensuite aucune fonction de cette famille n’est 
identiquement nulle dans le cone, ce qui ne restreint pas la generalite. 
Lemme 2.1. Soit unefamillejnie defonctions u de R” duns R telles que u(X)=COGkUGl 
u,JX) oit uk_ est une fonction homogene de degrt posittf k,, 1 etant strictement positif: 
Soit K, un cbne positif pour les u, dans lequel elles sont continues, les uk. < 1, y &ant 
simplement dejnies. Soit E une partie de K telle que rW*, . E soit partout dense dans K. 
Alors, pour chaque Xc, de K, il existe Y de la forme r. X’ ou r est duns N * et X’ dans E, et 
p premier tels que, pour tout u, 
[ut(&)l=[~] et pF]=O pour m>2. 
Preuve. Prenant X0 dans K, on considere 
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n.OJX,) est un ouvert de K en raison de la continuite de ur dans K; cet ouvert n’est 
pas vide car, pour tous les u tels que u,(X,)>O, 
des que E > 0 est assez petit pour que 
et car (1 +E)X~EK. 
X0 appartenant a l’adherence de nU D,(X,) qui est un ouvert de K non vide, on peut 
trouver puisque IF!*, . E est partout dense dans K, a dans rW*, et X’ dans E de facon que 
X’/a”’ soit dans nULIU(X,) et aussi proche de X0 qu’on le desire. 
Pour les uI telles que QX,) = 0, X’/a”’ dans K suffisamment proche de X,, implique 
Odul (X’/a”‘)< 1 car les uI sont continues. En definitive, 
[*]=[~r(~)]=[u~(X~)] pour tout 24. 
Si ul(XO) =O pour tous les u, nU D,(X,) od ici D,(X,) = {XeK; 0 <t+(X) < l}, est un 
ouvert de K non vide: en effet, tout point de l’interieur de K suffisamment proche de 
X, appartient a &LI,,(X,). On a done le m&me resultat. 
Ensuite, p etant premier, on considere 
r=[(~+pg)y ;, ou O<l-g<l--J 
j etant le plus grand des k, strictement inferieurs a 1. Ecrivant k pour k,, on a 
au voisinage de p infini. D’ou 
u(rX’) 1 
c rk uk(x’) = 
4X’) 4(X’) 
=- 
’ ‘Oskd 
a+p’-g+o 
puisque 1 -g < (I- k)/I pour k < 1. Cela signifie que pour p assez grand, on aura 
et 
u(rX‘) 
[ 1 - =O pour WI> 2, cela pour tout u. Pm 0 
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Thkorkme 2.2. Soit une famillefinie de fonctions u de R” dans R, homogknes de m&me 
degrC 1 strictement positif, soit K un cbne positifpour ces fonctions dans lequel elles sont 
continues. Dans ces conditions, posant 
A(X)=n[u(X)]!‘” et 
Y 
On a: 
B(X)=&[u(X)] auec eU= + 1, 
” 
(1) Si B(X)20 pour tout X de K, alors A(X) est entier pour tout X de K. 
(2) Si A(X) est entier dans LnK oli L est un rkseau de ET’ (ensemble des com- 
binaisons liniaires entikres d’une base de R”), alors B(X) est positifou nul pour tout 
X de K. 
Preuve. (1) I[u(X)]! I,,=Ckrl [u(X)/pk] d’aprk la remarque sur la formule de 
Legendre faite ci-dessus, et u(X)/pk =u(X/pk”). D’oti 
(A(X)lp=&~ [u($)]=g’( $) 
u , / 
en intervertissant les sommations, ce qui montre la premikre partie, puisque si X est 
dans K, (X/pk”) l’est aussi. 
(2) Quant h la seconde partie, comme il est clair que rW*, .(LnK) est partout dense 
dans K, le lemme montre l’existence d’un p premier et d’un Y= r. X’ avec r dans N * et 
X’ dans LnK tels que 
Comme r est un entier positif, Y est lui aussi dans LnK; A(Y) ktant alors entier, 
) A( Y)l, est positif ou nul et B(X) aussi. Cl 
Remarques. (1) Le thkortme montre qu’il suffit que A(X) soit entier dans un en- 
semble assez grand, pour l’&tre dans K tout entier. Pour une famille de polyn6mes 
homogknes de Q[X]; l’ensemble E={XEK; Vu, u(X)EN) contient (d.E”)nK 06 
dE N*, et l’intigritt de n u u(X)!~” dans E kquivaut A celle de n u [u(X)!“” dans K. C’est 
pour cela, et aussi pour simplifier, que l’on Ccrira dksormais, les u satisfaisant aux 
hypothtses du thtorkme n u u(X)!&* - au lieu de n U[u(X)]!“w - est ou n’est pas entier 
dans K. 
Le premier thkortme de Landau est ainsi Ctendu aux fonctions homogkes et m&me 
Q leurs parties entikes; il est de plus valable dans un - et non pas seulement le - cbne 
positif. 
Le plus grand c6ne dans lequel A(X) est entier s’appellera le c&e d’intigritk de 
A(X), et s’il n’y en a pas, on dira que A(X) n’est jamais entier. 
Enfin, le lemme montre qu’il existe une infinitk de couples (Y,p) tels que 
I A(Y) B(X). 
250 P.A. Picon 1 Discrete Mathematics 135 (1994) 245-263 
(2) Le thkoritme montre aussi en particulier qu’on ne peut avoir l’inCgalit6 globale 
sans l’avoir pour chaque k. 
(3) Pour un produit-quotient de factorielles de polyn6mes - ou de fonc- 
tions - non homogines mais de mEme degrt, le lemme montre qu’une condition 
nkcessaire d’inttgritk est celle du produit-quotient des factorielles des parties 
homogknes de plus haut degrt. 
(4) Les u ktant des entiers, la formule de Legendre montre que nuu!‘” entier 
kquivaut i C. E,(U - sp(u)) >, 0 pour tout p premier, sp(u) ktant la somme des chiffres de 
u en base p. 
Une constquence du(2) du Thiorkme 2.2 est qu’une inkgaliti: de ce type - oti les 
u sont des parties entikres de fonctions homogkes conformes aux hypotheses - val- 
able dans un c8ne positif K pour tout p premier, l’est aussi pour tout ~22, non 
nkessairement premier. En effet, A(X) est alors entier dans K et done B(X) 3 0 dans 
K. D’oti, pour tout pa2 et tout X de K, 
et cette dernikre quantiti: est &gale A 
1 
~&“(w)--&(X))) 
P--l ” 
d’aprks la remarque sur la formule de Legendre faite dans l’introduction. Par exemple, 
dans toutes les bases, s(2x)+s(2y)--s(x)-s(y)<s(x+y)<s(x)+s(y). Dans ces in- 
tgalitts, les fonctions x-s(x) se comportent formellement comme la fonction x+(x}. 
Les Corollaires 2.3 et 2.5 qui suivent donnent chacun des conditions permettant de 
ramener l’ttude de B $ des ensembles plus petits que le cBne positif envisagk, et 
tventuellement des propriitk suppltmentaires de divisibilitk. 
Corollaire 2.3. Soit une famille de fonctions homogBnes u de degrb 1, continues duns un 
c&e positif K. 
Soit le cbne ni=,{XE[W; xk>Oj et soit P le paralltlotope n;=I{XgR”; O<xk<ak} 
oit X=(x1, ,.. ,x,) et a,, . . . , a, sent des Gels positifs; soient hI , . . . , b, des entiers positifs 
non nuls et el, . . . ,e, les vecteurs de la base canonique de LT. 
On suppose que B(X)30 pour XEP et que B(X+akek)-B(X)>,b, pour XEJ et 
k= 1, . . . ,n. Alors, 
(1) A(X)‘n;=I(xk/ak)!-b’ f?St C?ntkr duns KnJ. 
(2) Si, de plus, il existe des Gels positifs ql, . . . , qn tels que aka bkqk pour k = 1,. . . , n 
et si B(X)>x;=I[xk/qk] pour XEP, akws A(X)fl~=I(xk/qk)!-l est i?gakment 
entier duns KnJ. 
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Preuve. Par recurrence sur m entier, on obtient B(X + wrukek) > B(X) + m bk pour tous 
les k. Ensuite, de facon classique, on applique cette inegaliti successivement 
a xr,xz, . . . , x, pour obtenir 
B X+ irnln,e, 3B(X)+ im,b, 
k=l k=l 
quels que soient les entiers mk. 
Pour X dans R”, on peut ecrire 
akek oli x’=(x;, . . . ,xh) avec o<x;tak 
et done 
Ainsi, 
>B(X’)>O. 
Pour la seconde partie, 
aB(X’)+ 2 r;]b,- 2 [I’+“;k’ak)] 
k=t k=l 
Les xk/ak et x,/q, ttant des formes lineaires, done homogenes de degre 1, on conclut 
les deux fois avec le (1) du Theoreme 2.2. 0 
Remarques. (1) Si l’on n’a pas B(X+akek)> B(X)+ bk pour toutes les variables, 
autrement dit si certains ah sont nuls - et done les bk correspondants -, en supposant 
B(X) 2 0 dans xk >,O pour les k tels que ak =O, A(X)nk(xk/ak)!-b’ est entier dans xk 30, 
k=l , , . . , n, le produit n’etant itendu qu’aux k tels que ak > 0. C’est la meme chose pour 
la seconde partie. 
(2) Supposer les fonctions u de degre 1 ne restreint pas la generalite; on peut 
toujours s’y ramener en changeant xk en xl” pour k = 1, . . . , n. 
Lemme 2.4. Soit h > 1 un entier et x un r&el, tels que x 3 h - 1. Alors, on a l’inhgalith 
suioante: 
[xl-(h-1)2x [‘“-;;j-r x], 
j3 1 
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Preuve. Si h = 1, on convient que le membre de droite vaut [x] et 1’inCgalitC est triviale. 
Supposons h 3 2; appelons k le dernier indice j pour lequel [((h - l)j- l/h j)x] n’est pas 
nul. k est tel que 
hk hk+l 
(h- l)k-’ “<(h- l)k 
et ainsi cette somme s’kit: & ,[((h- l)j-‘/hj)x] qui est major&e par 
CCr,1(h-l)‘-‘l(hjx)l,q uantitk lgale - en sommant ~ A [x( 1 -((h - l)/h)k)]; comme 
les inkgalitts dbfinissant k s’krivent aussi h - 1 <x((h - l)/h)k, on en dkduit 
[x(1-($$)*)]<[x]-(h-l). Cl 
Corollaire 2.5. Soit K un cbne positif pour une famille de fonctions u homogkes et 
continues duns K. Soit L l’ensemble {XER”; CU e,u(X)-(h- 1) ~0) air h est le nombre 
des u tels que E, = + 1, et on suppose C,e,u(X) 2 0 duns K. Alors, si B(X) 2 0 duns Kn L, 
A(X) n(h-;j’-l &u(X)!-‘) 
j>l ” 
est entier duns K. 
Preuve. On peut krire 
B(X)=c&,u(X)-~&,{u(X)~ 
” u 
et comme B(X) est un entier, on en dkduit 
B(X)> x~,u(X) -(h-l) pour X dans K. 
[ 1 ” 
Si X$L, d’aprks le lemme, on aura 
B(X)21 
jai [ 
(h-;jj-1 &u(X)]. 
” 
Si XEL, on a B(X)>0 d’aprks notre hypothkse et l’intgalitt subsiste car le nombre 
de droite est alors nul. On conclut avec le (1) du Thtorkme 2.2. 0 
3. Valeurs de la fooction B. Cone d’integritd 
3.1. K, Ie c&e positif de la famille des u, homogtnes de degrC I>0 et continues, est 
fermi. 
La ligne de niveau u(X) - k = 0, k > 0 est une hypersurface qui le partage en deux 
rtgions, l’une oti u(X) - k > 0, l’autre oh u(X) - k < 0,O appartient A cette dernikre: on 
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a u(O)=0 car I #O, si toutefois u est dtfinie en 0, ce qu’on peut toujours supposer 
puisque I>O. Si u(X,)>O, la demi-droite tX,, t>O, coupe u(X)-k=O en un point 
unique (k/u(X,))‘l’. X0. 
Si u(X,) = 0, cette demi-droite est contenue dans la frontike de K. t(k) = (k/u(X,J)“’ 
croit avec k, et (on s’en est servi dans la preuve du Lemme 2.1), X ktant tel que 
u(X)- k = 0, le point tX est dans la rt?gion u(X) - k > 0 pour t > 1 et dans la rkgion 
u(X)-kc0 pour t<l. 
D’ailleurs, si u est diffkentiable en X,eK, d’aprls la formule d’Euler, X,+,(X0)= 
lu(X,)aO ou n, (X0) est la normale g u(X)=u(X,) en X0. Autrement dit, X0 fait un 
angle non obtus aves les normales n,(tX,) aux lignes de niveau u(X)=u(tX,), t>O. 
Pour X,,IZ K entier positif, on aura: 
1 
k si (&yil<r<($!)“‘, 
u(tX,) = 
k+l l” 
k+l si r= - 
( > 4X0) 
pour tous les u tels que u(X,)>O. 
Ainsi, les lignes de niveau u(X)= k, entier positif, rtalisent une partition de K en 
rtgions dans lesquelles B est constante. (Les points de discontinuitk de B se trouvent 
sur les lignes u(X)= k entier mais en un point X tel que u(X) soit entier, B n’est pas 
nCcessairement discontinue: la fonction B(x) = [2x] - [x] est continue pour x entier, 
les seuls sauts sont aux points demi-entiers). Chacune de ces rkgions dans lesquelles 
B est constante, posdde un morceau de front&e oti B prend la valeur qu’elle 
a g l’inttrieur de cette rtgion. 
En effet, on prend 
f. = max 
c4xd1 1/l 
( ) Wd ’ 
le maximum portant sur les u tels que u(X,) > 0: si B n’est pas continue en to X0, ce 
point est sur la front&e et B(X,)=B(t,X,). Sinon, on rtptte ce pro&d& avec to X0 
i la place de X0 et on arrive soit g un point to X0 tel que u(to X0) soit entier k 1, pour 
un u, et on a B(t, X0) = B(X,), soit i 0 et B(X,) = 0. 
Clairement, on cherche le premier point rencontrk par t X0 quand t dtcroit de 1 g 0, 
oh B prtsente un saut. S’il n’y en a pas, B(X,) =O. D’autre part, la preuve de la 
premikre partie du lemme 2.1 montre que D(X,) n’est pas vide, qui est l’intkrieur de 
$X0)= (7 {XEK; Cu(Xo)l <u(X)< CWo)I + 1) 
u 
dans lequel B est constante et vaut B(X,,); pour E ~0 suffisamment petit 
(1 +E)X~E&X,,), c’est-i-dire que B((1 +&)XO)=B(Xo) et qu’on peut ainsi dormer un 
sens global au signe du saut de B. 
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Enfin, il est evident que dans une partie bornee de K, I’ensemble des valeurs de B 
est fini. 
En rbsumh (1) Toute valeur de B est obtenue en un point ou B est continue. 
(2) Toute valeur de B est obtenue sur un u(X) = k entier 3 1, en un point ou B nest 
pas continue, sauf Cventuellement la valeur 0 (On peut done tviter d’ttudier J3 sur la 
frontiere de K). Et on en deduit: 
(3) Le maximum (resp. le minimum) de B, dans une partie bornee de K ou dans une 
partie non bornee s’il existe, est obtenu sur 
(resp. - 1). 
une ligne u(X) = k entier avec E, = + 1 
3.2. Le c&e d’intkgritt d’un produit-quotient A (X) est ferm6 
En effet, supposons que X0 appartienne a la frontiere du cone d’integritt G et que 
B(X,) < 0. Alors, B est negative dans 6(X,) et le segment tXo, 1 < t < 1 +E, E> 0, 
appartient a la frontiere de K. Mais dans ce cas, tous les points suffisamment proches 
de (1 +&)X0 appartiennent a 6(X,), ce qui contredit l’appartenance de (1 +&)X0 a la 
front&e de G, et done celle de X0. 
Enfin, notons que tout ce qui precede est Cgalement valable pour B composee de 
u(X) + k,, u homogenes de m&me degre et k,E R. 
4. Exemple 
Proposition 4.1. Soit 
A(k)=Jw!~~~~x!(k_ l)y, auec k rhel3 1. 
(1) Pour 1 <k < fl ou 2 <k < 2$ ou 3 <k, A(k) n’est pas entier dans le premier 
quadrant. 
(2) Pour $< k ~2 (resp. 2./< k < 3) A(k) est entier duns le premier quadrant si et 
seulement si 0 < k2 n2 -m2 < 1 (resp. 0 < k2n2 -m2 ~4) n’a pas de solutions en m et 
n entiers positifs. 
(3) Pour k=2 et 3, A(k) est entier dans le premier quadrant. 
Preuve. (1) Pour y=x et J2/2Qx< 1, 
B(k)=2([kx]-[(k-1)x])-1. 
Or, 
[kx]-[(k-1)x]=-[(kx}-x]= ;; j;:;z; 
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Dans ces conditions, B est ntgative pour les k tels qu’il existe x entre s/2 et 1 avec 
(kx) ax. 
(a) Si 
done x = $12 rend B nCgative. 
(b) Si k est entier suptrieur ?I 1, on prend x = (k - 2)/(k - 1) qui est suptrieur i $12 
pour k 3 5. Alors 
kx=k &f=k-2+g et {kx}=x 
Si k = 4, on prend x = $12; en effet 
(c) Pour 2 < k < 2~7 ou 3 < k et k non entier, on a k/$ < [k]. On prend alors 
x=max(E, $). 
En effet, 
CW<$ 
k-l 2 
entraine 
et comme k/J?!< [kl, on a kl$a l/./2. 
Sinon 
(2) 
k W-1 _I’Ck]-l+K et {kx}=x. 
(a) On montre d’abord que B(k)30 pour x> 1 et ya 1. En eflet, 
B(k) = [kx] - [(k - 1)x] + [kyl - [(k - l)yl - CJx2+y2] 
~C~I+CJJI-~~~I=BI~ 
fonction qui est minimum sur ,/w=m entier, ce qui donne 
B,=[Jm’-x’]+[x]-m. 
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Cette expression est positive si et seulement si 
-X2-[x]~+2m[x]=2[x](m-X)-{x}~ 
l’est aussi. A cause de la symktrie, il suffit de considCrer 
x3 1, 
2Cxl (m-x)-{(X) 23m(2-fi)-1>0 pour ma2. 
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y<x, soit xdmJ2/2, et si 
(b) B(k) est minimum sur Jx’ +yz =n ou (k- l)x=n, n entier, et il suffit de 
l’ttudier pour 0 < y < 1. 
Si [ky] -[(k- l)y] = 1 alors B(k) 20. En effet, sur ,/m= n, 
B(k)=[kx]-[(k-1)x]-n+l=x-n+l+{(k-1)x}-{kx}>-1 
car x>n- 1, et B(k) Ctant entier, il est positif ou nul. 
Sur 
(k-l)x=n, B(k)>[x+l]-&&j&O 
puisque y < 1. Ainsi, B(k) ne peut &tre ntgatif que si [ky] - [(k - l)y] =0 ce qui arrive 
pour y < 1 jk et pour l/(k - 1) < y < 2/k quand 2$ d k < 3. 
(c) Nous allons maintenant montrer que si B(k) = - 1, il existe m et n entiers positifs 
tels que 
0<k2n2-m2<1 \ (1) 
ou 
0<k2n2-m2<4 (2) 
suivant les cas 
Sur ,/m- = n quand 0 < y < l/k, on a 
1 
F 
n2--<x<n, 
k2 
d’od 
B(k) 2 [,/ml - [kn] et B(k)= - 1 
implique (1). Si l/(k- l)dy<2/k, on a 
B(k) 3 [,/&%I - [J(k- 1)2n2 - l] -n 
et done B(k)= - 1 implique qu’il existe m et n entiers tels que 
~iZG<m~J@ZjVZ+n. (3) 
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Sur (k-l)x=n, 
B(k)=[&]-[/WI et B(k)= -1 
implique l’existence de m et n tels que 0 <(k - 1)2m2 - n2 <(k - 1)~’ et done 
ou 
O<(k- 1)2m2-n2 <4 (5) 
quand 2$<k<3. 
A present, on montre que (4) entraine (1): pour les inegalites de gauche, n/m <k- 1 
tquivaut a (n + m)/m <k; l’inegalite droite de (4) s’ecrit aussi 
or (k/(k - 1))2 est decroissante en k et done: 
d’od k2m2 < 1 +(n +m)’ qui est l’intgalitt de (1). 
De la m&me facon, (5) entraine (2). 
Enfin, (3) impiique (2) car (3) s’ecrit dun c&t? (n-m)’ <(k - 1)2n2 - 1 qui implique 
m < kn, l’autre c&e des inegalites Ctant le meme. 
(d) Reciproquement, on suppose l’existence de m et n entiers positifs tels que 
0<k2n2-m2<1 quand $<k<2 oubien O<k2n2-m”<4 quand 2$<k<3 et on 
prend x = (m - n)/(k - 1). 
On montre alors que [x] = n - 1 et que { kx} = m - 1, ce qui fait 
jkx}=kz-m+l=E-n+l=jxJ. 
et ainsi B(k)= - 1, car pour [Jw] =n, 
B(k)=[kx]-[(k-1)x]-n=-l-[{kx}-{x)]. 
En effet, on a 
m-n m 
n-l<- 
k-l <kCn’ 
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a droite c’est m < kn et a gauche, c’est equivalent a kn d m + k - 1 qui est vrai car 
pour&<k<2, ,,/m<m+$-1 
pour,/?<k<3, dm<m+2$-1 6m+k-1’ 1 
pour m >, 1. D’ou [x] = n- 1. Ensuite, on a k (m-n)/(k- 1) am- 1 car equivalent 
a k-m/n<(k-1)/n. Or pour JZ<k=c2, 
k_!!<m-m<L et &<$_l$k-1 
n n 2mn 
pour m>3; pour 2,,h<k<3, 
k-m<J;n2+4-m<l pourm32. 
n n mn 
On a bien [kx] =m- 1. 
(e) 11 reste a montrer que dans (1) et (2) I’inegalitt de gauche est toujours stricte. 
C’est evident quand k est irrationnel. Supposons k = p/q, rationnel irreductible, et soit 
x’ le reste de x modulo q, x = bq + x’. 
Or, 
hq+~~+/(bq+x’)2+y2, 
et done B(k,x,y)aB(k,x’, y). Ensuite, on montre que B(k)30 sur dw=q, qui 
equivaut a 
{kx}<x. x=JR et kx= 
car y-c2/k, done 
kx>Jpq>p-1 pour pb3, 
d’oti [kx]=p-1 et [x]=q-1 car dqT>q-1. Ainsi, 
(3) k=2. Sur J-=1 qui suffit, pour y<i, on a fi/2<x et B(2)= 
[2x] - [x] - 1= 0. 
k=3. Sur ,,/m=l qui suffit, pour y<i, on a fi/3<x et B(3)= 
[3x] -[2x] - 1 = 0. Sur 2x = 1 qui suffit, B(3) = 0. 
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Remarque. Du Corollaire 2.5 du Theoreme 2.2, on deduit que si A(k) est entier alors 
A(k)n (xfv-$-q-l 
jbl 
est entier. 
4.1. Applications 
(1) Si (a) 0<k2n2-m’<l, $<k<2, ou (b) 0<k2n2-m2<4, 2JZ<k<3, ant 
des solutions en n et m entiers avec k = p/q rationnel, alors n < q. (a) (resp. (b)) s’ecrit: 
_<P<J= m 
( 
resp. m 
n 4 n 1 n ’ 
or 
et 
J m2+1 m 1 1 
n -ni%nC2J&2 
r m+4m 2 __<_-_< 
n n mn in2 
car ~‘2 <m/n pour (a) et 2~2 <m/n pour (b). 
On remarque en effet que si, pour kO, (a) ou (b) n’ont pas de solutions, les solutions 
eventuelles m et n pour k > k,, sont telles que m/n > k,; c’est le cas pour $ et 23, 
comme on le verra ci-dessous 
D’ou, 
P m<pn-qm< 1 
4 * qn $%x2 
dans les deux cas, et 
z>JZ(pn-qm)> 1. 
En remarquant enfin que si pn-qm= 1, toute fraction intermediaire a un 
denominateur plus grand que n et q, on voit facilement que pour 
k=2j+3 6j+ll 4j+8 ~_~ 
j+2' 3j+7’ 2j+5’ 
j>O, 
(a) n’a pas de solutions - sauf pour k =y oti elle en a. Aussi, pour 
k=(3j+ 17)/(j+6) 
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(b) n’a pas de solutions. (Pour s, (a) n’a pas de solutions. Ensuite, t<fl/2<:, 
8 x 2 - 5 x 3 = 1, et on conclut par recurrence sur j. Mtme chose pour (3j + 17)/( j + 6). 
Pour ces valeurs de k, A(k) est done entier. 
Un autre exemple est le suivant. Soit (uO, ul, . . . , u., . . .) le developpement de k reel en 
fraction continue et P./q. ses reduites. On forme la suite ( jp, _ i + p. - J/( jq, - 1 + q.- 2) 
pour n impair, et j= 1,. . . , u,_ 1 c’est-a-dire la suite des rtduites suptrieures a k, 
completee de facon a obtenir une suite oii la difference de deux fractions successives 
a un numtrateur egal a 1, les dtnominateurs ttant croissants. Si A(k) est entier, il le 
sera pour toutes les valeurs de cette suite. 
(2) De (a), on deduit: 
Jim ;c&=-m,<n(&m-m)< k (J2G-i - m). 
Les fonctions a gauche et a droite sont respectivement croissante et decroissante et 
tendent vers 1/2k, d’ou 
avec c( = 10 - 3 fi; /I = 3 fi -9 (tres proches de 3). Pour (b), on a 
avec z’=290- 17,/%, p’= 17$!%-289. 
Supposons a present k quadratique, c’est-a-dire racine de f(x) = ax2 - bx + c, id- 
ductible, avec a, b, c entiers, a > 1 et A = b2 - 4ac > 0. 
D’appres le theoreme des accroissements finis, 
f(;)=(b-2ai)(k-;) 
oti 1: est entre k et m/n. 11 s’ensuit que si 
kcb+$, ,I+!!!> ’ 
2a n (2ak - b)n2 
et que si 
k_‘-fi, k_!> ’ 
2a n 
( > 
b-2am nz 
n 
car le numerateur def(tn/n) est un entier non nul. 
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Rapprochant cela de la majoration du debut, on obtient les resultants suivants: 
Pour k = (b + &i)/2a, (a) (resp. (b)) n’a aucune solution si a/k< 1/(2ak- b), soit 
b-(2a!x!-l)fi30 (resp. b-(8ac(‘-l)@ZO). 
Pour k = (b - 3)/2a, (a) (resp. (b)) n’a aucune solution si 
b-(2acc+ I),,,&$30 resp. b-(&d+ 1)&-T 20 
> 
(en majorant k-m/n par & pour (a) et par & pour (b)). 
Cela permet, par exemple, de voir que pour k = (1 + J5)/2,10 - 6$, 3 - $, A(k) est 
entier. 
Si au lieu d’utiliser or/k (resp. 4a’/k) on minore part 1/2mn (resp. 2/mn), on obtient: 
pour 
kcb+fi 
2a ’ 
si b-(a-l)@>0 (resp. b-(4a-l)&>O) 
on peut savoir en un nombre fini d’essais si (a) (resp. (b)) a des solutions, et pour A Q 8 
(resp. A <4), (a) (resp. (b)) n’a pas de solutions; pour 
kc’-* 
2a ’ 
si b-(a-l)*>0 (resp. b-(4a+l)Jd>O), 
on peut savoir en un nombre fini d’essais si (a) (resp. (b)) a des solutions; et pour A < 8 
(resp. A <4), (a) (resp. (b)) n’a pas de solutions; pour 
k,‘-@ 
2a ’ 
si b-(a-l)@>0 (resp. b-(4a+ l)Jd>O), 
on peut savoir en un nombre fini d’essais si (a) (resp. (b)) a des solutions; et pour 
b < 23 (a + 1) (resp. b < (4~ + l)$) (a) (resp. (b)) n’a pas de solutions. 
Ce qui precede ne s’applique pas si b=O, mais on peut voir directement que pour, 
par exemple, k = $, fl, p/2,7/2, J%J3,2,/‘?, A(k) est entier alors qu’il ne l’est pas 
pour k = m et m/l 3. Pour &! et ,,/‘3 c’est evident. D/2 conduit a 5n2 - 2m2 = 1 
qui est impossible modulo 5; J7iz conduit a 7n2 -2m2 = 1, impossible modulo 7; 
,/Z/3 conduit a 26n2 -9m’ = 1,2, . . . , 8, equations toutes impossibles en regardant 
modulo 3, puis modulo 13; 2,,6? conduit a U’ - m2 = 1,2,3 qui est impossible modulo 
8. Pour g/3, m=3 et n= 2, pour $%/13, m= 102 et n= 53. De facon generale, il 
existe un algorithme fini permettant de trouver les solutions - ou de voir qu’il n’y en 
a pas - de pn2 - qm2 = r, p, q, entiers ([3, p. 144-1551) qui done s’applique a (a) et (b) 
pour k=m. 
(3) Si l’on se donne m/n, rationnel, tous les k entre m/n et ,/mJn ou ,/m/n 
- suivant les cas - sont tels que A(k) n’est pas entier. Les k pour lesquels A(k) est 
entier semblent plus rares. 
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Plus prtciskment, de la minoration B/kn’ (ou 4/_?‘/kn2) <k-m/n, on dCduit que A(k) 
n’est pas entier pour ‘presque tous’ les k car b/n (ou 4/Y/n) dtcroit et 1 b/n (ou C 4/Y/n) 
diverge (2, p. 120, Thtokme 11). 
Si (a) est satisfaite pour k rtel, 
Un rksultat bien connu dit alors que m/n est nkzessairement une des rtduites du 
dkveloppement de k en fraction continue. 
Pour(b), on a seulement l/J&’ qui ne suffit pas, mais on peut voir que m/n est une 
des ( jp, - I + p,, - z)/( jqn - I + q” - z), n pair et j = 0, . . . , u,. Mais reste le problkme de 
trouver un algorithme fini. 
5. Applications des Corollaires 2.3 et 2.5 du TbCorZme 2.2 
(a) On voit facilement que 
x! 3(x +y)! 
A(x7y)= 3x! x+y! 
est entier pour x et y positifs. Le (1) du Corollaire 2.3 montre immkdiatement que y !’ le 
divise en prenant aI =O, a2 = 1, bI =O, b2 = - 1, mais on va voir que iy!( y/2)! le divise 
ttgalement. Pour cela, on montre d’abord que B(x, y) b 1 pour y 3 3. En effet, 
B(x,~)=[3x+2]-[x+~]+[x]-[3x]=-[x+~]+[x]+2z1 
et B(x, y) est croissante en y, car [3(x + y)] -[x + y] Vest. Done 
B(x,y)>[$y] pour Ody< 1. 
Ensuite, on constate que B(x, y + l)= B(x, y) + 2, on applique la seconde partie du 
Corollaire 2.3 du Thtorkme 2.2 et enfin, la premike partie pour (y/2)! (:y! est le 
meilleur possible car B( $, y) = 0 pour y < 3). 
La premike partie du Corollaire 2.3 donnerait aussi, elle seule, le rksultat mais il est 
un peu moins facile de montrer 
et quand les coefficients sont entiers, la seconde partie est d’emploi plus commode. 
(b) On peut montrer que 
ax+by!(4-a)x+(4-h)y! 
2(x + y)! x + y! 
est entier dans x 2 0, y 2 0 pour a et h entre 0 et 4. 
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Prenons, par exemple, a = 1 et b=$. Dans le ,4(x, y) obtenu, les coefficients de 
.X sont entiers et on voit qu’on peut diviser par x!; ensuite, pour y, on peut tcrire 
B(x,y+2)=[x+&y+2,/-2]+2+[32:+(4-$)y+2(4-$)-51 
+5-[2(x+y)]-4-[x+y]-2 
>,B(x,y)+l. 
D’oti, d’aprts le Corollaire 2.3 du Thtorkme 2.2, (y/2)! divise A(x,y) et d’apr&s le 
Corollaire 2.5 du mCme thCor&me, on obtient finalement que 
x+Jzy! 3x+(4-&y! 
2(x+y)!x+y!x!(y/2)! n(y/2’+‘)! 
jai 
est entier. 
(c) Soit 
A(x) = 
x! 3&x! 
2x! $x! &6X!’ 
Le produit i$x! A(x) est entier car venant de (x! 3(x+y)!)/(3x! x+y!) avec 
y = ($- 1) x, et on sait, d’aprks le(a) que : (Jz - 1)x! le divise. On va voir ici qu’on 
peut dire un peu mieux: c’est-A-dire que A(x) est entier (($- 1): <(G/2)). 
On constate que 
le Corollaire 2.3 limite done I’ktude de B A x < 33, mais ne donne pas de divisibilitt. 
(cette borne est meilleure que celle don&e par Corollaire 2.5 qui est 3Jz + 4). Ensuite; 
il faut vitrifier que B est positive aux points k$ pour k < 11 et k non multiple de 3. 
Cela &ant fait, le Corollaire 2.3 entraine que A(x) est entier et le Corollaire 2.5 que 
flj,, (3$-4)/(2’)x! le divise. 
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